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ДВИЖЕНИЕ СИСТЕМЫ ДВУХ ТЕЛ И ИХ ЦЕНТРА МАСС В НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ
Аннотация. Рассмотрена материальная система, состоящая из двух сферически симметричных тел сравнимых 
масс, расположенных внутри газопылевого шара со сферически симметричным распределением плотности среды 
в нем. После выбора соответствующего тензора энергии-импульса из полевых уравнений Эйнштейна с помощью 
аппроксимационной процедуры Эйнштейна – Инфельда найдены метрика соответствующего пространства-време-
ни и гравитационное поле, создаваемое системой «два тела – среда», а затем получены уравнения движения тел 
и их центра масс в ньютоновском и постньютоновском приближениях общей теории относительности. Доказано, 
что в случае указанной плотности среды уже в ньютоновском приближении должен существовать эффект: центр 
масс двух тел смещается с переменной скоростью, хотя в пустоте он покоился. Данная ситуация является следствием 
того, что система «два тела – среда» не является замкнутой. Впервые выведены формулы для вычисления величины 
смещения, которое пропорционально плотности среды в центре газопылевого шара и 5-й степени расстояния между 
телами. Поэтому при больших расстояниях между телами их центр масс имеет большие смещения (может достигать 
нескольких миллионов километров за один оборот тел вокруг их центра масс). В случае равенства масс тел их центр 
масс покоится, если он покоился в пустоте.
Указывается, что полученные результаты и предсказываемые эффекты следует учитывать при обработке на-
блюдательных данных в астрономии и астрофизике, в вопросах космогонии и космологии.
Ключевые слова: общая теория относительности, два тела, неоднородная среда, уравнения движения тел, 
центр масс, ньютоновское и постньютоновское приближения
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THE MOTION OF THE SYSTEM OF TWO BODIES AND THEIR  
CENTER OF MASS IN AN INHOMOGENEOUS ENVIRONMENT
Abstract. In this paper, a material system consisting of two spherically symmetric bodies of comparable masses located 
inside a gas-dust ball with a spherically symmetric distribution of the density of the medium in it is considered. After choosing 
the corresponding energy-momentum tensor from the Einstein field equations using the Einstein-Infeld approximation 
procedure, the metric of the corresponding space-time, the gravitational field created by the «two-body – medium» system are 
found, and then the equations of motion of the bodies and their center of mass are obtained in Newton’s and post-Newtonian 
approximations of the general theory of relativity. It is proved that in the case of the indicated density of the medium, the 
following effect should exist already in the Newtonian approximation. The center of mass of two bodies shifts at a variable 
speed, although it was at rest in the void. This situation is a consequence of the fact that the two-body-medium system is not 
closed. For the first time, formulas for calculating the displacement value, which is proportional to the density of the medium in 
the center of the gas-dust ball and the 5th degree of the distance between the bodies, are derived. Therefore, at large distances 
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between bodies, their center of mass has large displacements (it can reach several million kilometers per revolution of bodies 
around their center of mass). If the masses of the bodies are equal, their center of mass is at rest if it is at rest in the void.
Keywords: general theory of relativity, two bodies, inhomogeneous medium, equations of motion of bodies, center of 
mass, Newtonian and post-Newtonian approximations.
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Введение. В [1] авторами настоящей статьи рассмотрена задача о релятивистском движении 
центра масс (ЦМ) двух тяжелых тел А и В ньютоновскими сравнимыми массами ma, mb, дви-
жущихся в однородной среде плотностью ρ = const. В ньютоновском приближении (НП) общей 
теории относительности (ОТО) центр масс покоился (система координат барицентрическая), но 
в постньютоновском приближении (ПНП) общей теории относительности ЦМ тех же сфериче-
ски симметричных тел должен смещаться за один ньютоновский оборот тел вокруг их центра 
масс на значительное расстояние (для стандартной пары звезд смещение порядка 5–10 млн км). 
В случае круговых орбит тел в НП ОТО движение ЦМ в ПНП ОТО должно происходить по ци-
клоиде, уравнение которой получено.
С целью приближения к реальности в данной работе предлагается решение следующей более 
общей задачи.
Наблюдения показывают (см., напр., [2–6]), что пары звезд, как правило, окружает газопы-
левое облако из неоднородной среды, плотность которой распределена зачастую примерно по 
сферически симметричному закону. Кроме того, предположение о круговых движениях тел в ре-
альности практически не осуществляется. Следует рассматривать эллиптические движения тел 
в ньютоновском приближении общей теории относительности, а затем релятивистские поправки 
к движению в постньютоновском приближении общей теории относительности.
В соответствии со сказанным естественна постановка следующей задачи: найти законы дви-
жения системы двух сферически симметричных тел в неоднородной среде в постньютоновском 
приближении общей теории относительности и их центра масс, если в НП ОТО без учета гра-
витационного поля среды тела движутся по эллипсам и их ЦМ находится в начале координат 
барицентрической декартовой системы координат 1 2 3.Ox x x  Плотность среды ρ распределена по 
сферически симметричном закону
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(1)
Кроме этого предполагаем, что в НП ОТО орбитами движения тел являются эллипсы, а не 
окружности (как в работе [1]), лежащие в координатной плоскости 1 2 ,x Ox  т. е. 3 0.x =
Сформулированная задача в математическом смысле существенно сложнее круговой задачи 
при ρ = const, решенной в [1].
Нахождение метрического тензора gαβ. Будем придерживаться схемы вывода, подробно из-
ложенной в статье [7] и монографии [8], а также обозначений в работах [1] и [7].
С помощью разработанной Эйнштейном и Инфельдом аппроксимационной процедуры, из-
ложенной, напр., в [8, 9], прежде всего метрический тензор ( ), 0,3gαβ α β = , массы ma, mb, плот-
ность ρ, давление в среде p разлагаются в ряды по малому параметру 1,c−λ =  где c – скорость 
света в вакууме:
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где δij = 1, если i = j; δij = 0, если i ≠ j. Величины 22 2
, ,a bm m ρ = ρ  из (1) заданы в пространстве-вре-
мени, метрику которого (или гравитационное поле) следует найти, как и 4
4 4
, , ,a bm m p  с помощью
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Rαβ – тензор Риччи, Tαβ – тензор энергии-импульса; T – его свертка, γ – ньютоновская гравитаци-
онная постоянная, det .g gαβ=  Так как Rαβ выражается через тензор gαβ и его производные, то 
Rαβ  также разлагается в ряды по λ. Теперь следует задать структуру тензора энергии-импульса, 
отражающую физическую сущность поставленной задачи. В покомпонентной контравариант-
ной записи разложенная в ряды по λ плотность тензора T
αβ
 имеет вид (см. [7; 8; 11, § 106]) 
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где ai, bi – декартовы координаты тел А и В; t – время; ,   ,   r a b
  
 – радиусы-векторы любой точки 
M, точечных тел А, В соответственно.
Величины 
4
ijt  появляются в (5) по той причине, что закон Паскаля для давления среды при 
наличии в газопылевом шаре двух движущихся тел нарушается (ср. [11, § 35] с [12]).
Опустив по известному правилу индексы в T
αβ
 из (5), т. е. получив плотность ,T αβ  разло-
женной в ряд по λ, разложив в ряд по λ ,Rαβ  получаем разложение уравнений Эйнштейна (4) 
в ряды по λ (в (5) заменяем ρ2 на ρ, где ρ из (1)). В итоге в низших приближениях имеем систему 
уравнений:
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Индексы i, j, s принимают значения 1, 2, 3; по повторяющемуся индексу s подразумевается 
суммирование; запятая означает частную производную. Например,
2 2 2 2 2 2
00 00 00 1 2 32 2 2 2 2 2
00, , 01 2 2 2 3 2 1 0 2 0 3 02 2
,     .
i i i
ss is s
h h h h h h
h h
x x x x x x x x x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
Уравнение (6) является уравнением Пуассона, решение которого находим стандартным ме-
тодом в области 0 ,r R≤ ≤  т. е. в шаре радиусом R с центром в начале координат O; в шаре плот-
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При интегрировании уравнения (6) также принимается, что тела А и В находятся внутри 
шара, т. е. ,    .a R b R< <
 
 Указанные ограничения на ,  ,  r a b
 
 также относятся к уравнени-
ям (7) и (8).
Решением уравнения (8) являются функции
 002 2
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что можно проверить подстановкой 0
3
ih  из (11) в указанное выше уравнение.
Для получения уравнений движения тел в постньютоновском приближении общей теории 
относительности еще необходимо найти 00
4 4 4 44
,   ,   ,   ,   .ija bh m m p t
С этой целью сначала рассмотрим уравнение Эйнштейна (4) при α = 0, β = 0 в четвертом по-
рядке по λ. Имеем
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T  находим согласно правилу опускания индексов у компоненты плотности тензора T 00 из (5).
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Но в (14) входят через 00
4
T  и 
4
T  пока еще неизвестные функции 
4 4 44
,   ,   ,   .ija bm m p t  Как известно 
(см. [7; 8, § 6]), функции 
4 4
,   a bm m  можно найти из уравнений пятого порядка по λ:





gT dV gT dVβ ββ β− = − =∫ ∫
 
(15)
где интегрирование ведется по трехмерным объемам Va и Vb (Va содержит в себе только одно те-
ло А, а Vb – только тело В). В (15) точка с запятой (;) означает ковариантную производную (по 
координате xβ), которая определяется формулой
  ; , , , , 0,1,2,3,
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где Г  – символы Кристофеля 2-го рода, выражающиеся через метрический тензор
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Символ Кронекера 0,αβδ =  если α ≠ β, и 1,
α
βδ =  если α = β.
Разложив в ряды по λ подынтегральные функции в (15), пользуясь формулами (2), (5), (16), 
(17) и ограничиваясь членами 5-го порядка по λ, после интегрирования из (15) находим (точка 
над буквой означает производную по t):
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В (5) к паскалеву давлению 
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всюду заменяем 
2 2
,   a bm m  на ,   ;a bm m  вводим также обозначения ,   ,   ,a br r a r r b a a= − = − =



























r rm m m r r rp t t t




r rm r r r




  − + +γ γ γ  + + + = ρ + + − + +  −  − + + −   
 














 – радиус-вектор произвольной точки М на поверхности шара. Подставив в (14) най-
денные выражения для 
4 4
,   a bm m  согласно (18), а также выражение для 
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3 p t t t+ + +  из (19), 
находим уравнение Пуассона для 00
4
h  (его не выписываем из-за чрезвычайной громоздкости), 
решение которого получаем после продолжительных вычислений в виде
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интегрирование ведется по объему шара VR.
Вывод уравнений движения тел A и B и их центра масс Cp в среде (1) в ньютоновском 
приближении общей теории относительности. Известно [8–10], что уравнения движения (УД) 
тел А и В в общей теории относительности можно записать в интегральной форме, проинтегри-





gT dV gT dVαβ αββ β− = − =∫ ∫
 
(21)
При α = 0 из (21) получаем в третьем порядке по λ const,   const,a bm m= =  а в пятом – 4 4,  a bm m  
из (18). При α = i в НП ОТО из (21), использовав метрику (2), (9), выводим после достаточно длин-
ных и утомительных вычислений УД тел А и В (напоминаем, что движение плоское, и поэтому 
здесь и далее i принимает только значения 1 и 2):
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где ,   i ia bρ ρ – координаты тел А, В, учитывающие влияние на движение тел гравитационного поля 
среды; координатами векторов ,   a bρ ρ
 
 являются ,   .i ia bρ ρ  Так как последние члены справа в (22), (23) 
пропорциональны ρ0, которое учитываем только в первой степени, то величины a, b, a
i, bi знач-
ком ρ не снабжаются, т. е. они вычисляются без учета гравитационного поля среды.
В ньютоновском приближении общей теории относительности в пустоте выбрана барицен-













покоится в начале координат O и, следовательно, выполняется равенство 
 0.
i i
a bm a m b+ =  (25)
















Дважды продифференцировав (26) по t, заменив iam aρ  и 
i
bm bρ  их выражениями из (22), (23) 
и воспользовавшись (25), получаем УД центра масс Cρ в среде (1) в НП ОТО:
 ( )
( )0 .i i ia b
a b








Так как вычисления ведутся с точностью до первой степени ρ0, то в (27) величины a, b, a
i, bi 
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+ ϕ  
(29)
и (29) является уравнением относительной орбиты тел А и В в полярной системе координат. 
Используя соотношения (28), (29), преобразуем уравнение (27):
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a b b ai
a b
m m m m px
c








интегрирование которого с точностью до e2 и вековых членов приводит к параметрическим 
уравнениям траектории движения центра масс тел А и В в среде (1) в НП ОТО:
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( )1 2 2 2 231 cos 4 sin ,   sin ,
2
c K e e c K eρ ρ
 = − ϕ − ϕ + ϕ ϕ = ϕ− ϕ+ ϕ 
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Пользуясь связью (26) и соотношениями (28), находим координаты тел А и В, дающие уравне-
ния траекторий тел А и В в среде (1) в НП ОТО:
 
,   ,i i i i i ib a
a b a b
m m
a x c b x c
m m m mρ ρ ρ ρ
= + = − +
+ +  
(33)
где xi определяется согласно (28), (29), а icρ  – согласно (31), (32).
Подчеркнем, что φ в уравнениях (31), (33) играет роль параметра, а не координаты полярной 
системы координат, т. е. (31), (33) – параметрические уравнения некоторых линий.
Вывод уравнений движения тел A, B и их центра масс в среде (1) в постньютоновском 
приближении общей теории относительности. Рассмотрим уравнения (21). При α = 0 в пятом 
порядке из них уже найдены 
4 4
,   a bm m  (см. (18)). При α = i и использовании (18) и (19) после про-
должительных и достаточно сложных вычислений (занимающих примерно 30 страниц текста) 
из (21) в шестом порядке по λ получаем УД тел А, В в ПНП ОТО, которые после сокращения на λ4 
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тильда «~» над буквой указывает, что величина вычисляется с учетом релятивистских поправок, 
пропорциональных множителю 2 2
4 4 4 4
,   ,   ,   ,   a a a b b b a bc m m m m m m m m
−λ = = + = +   (см. в (18));
 
 
abr a b  – ньютоновское расстояние между телами А и В.
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  – расстояние между телами А и В при учете влияния гравитационного поля 
среды (1) и релятивистских поправок к движению тел А и В; ibF ρ  получаем  из 
i
aF ρ  заменой букв 
.a b↔













m a m bc m m  
(37)
где ,   
iia bρρ   являются решениями уравнений (34), (36). Если релятивистские силы ,   
i i
a bF Fρ ρ  в (34), 
(36) заменить нулями, получаем уравнения (22), (23), решениями которых являются ,   ,i ia bρ ρ  ука-
занные формулами (33).
Проинтегрировав систему (34), (36), находим ,   
iia bρρ   (выражающие их формулы занимают 
чрезвычайно много места, и поэтому здесь не приводятся), подставив которые в (37), находим
 ,
i i ic c cρ ρ ρ= + ∆  
(38)
где функции icρ  определяются формулами (31), (32), а функции 
icρ∆  появились, благодаря учету 
в (34), (36) релятивистских сил ,   .i ia bF Fρ ρ
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Таким образом, получили параметрические уравнения траектории движения центра масс 
тел А и В (38), состоящие из суммы: ньютоновское движение icρ  плюс поправочное релятивист-
ское движение .icρ∆
Обсуждение результатов, численные оценки эффектов в ньютоновском приближении 
общей теории относительности. Рассмотрим сначала предсказываемые закономерности движе-
ния центра масс Cρ и тел А, В в среде (1) в НП ОТО, пользуясь достаточно простыми и впервые 
выведенными уравнениями (31)–(33).
1. Рассматриваемая система «два тела – материальный шар» не является замкнутой, что при-
водит при учете гравитационного поля неоднородной среды к неравномерному криволинейному 
движению центра масс (26), (37) этой системы, т. е. к отсутствию барицентрической системы от-
счета в НП и ПНП ОТО. (О понятиях «замкнутая система», «центр тяжести», «центр инерции», 
«центр масс» см. в [8, §17, 23; 11, §9, 14; 13, § 23; 14, §5, 8].)
2. Прежде всего отметим, что эффект смещения центра масс в неоднородной среде (1) суще-
ствует уже в ньютоновской теории движения тел, в то время как в среде с постоянной плотно-
стью ρ = const эффект появляется только в ПНП ОТО (см. [1, формулы (15)–(17)]; в (17) следует 
заменить 1010 на 10–10, что означает чрезвычайную малость релятивистского эффекта, указанно-
го в [1]). Если в [1], формула (15), взять, в частности, 
33 33 21 3 1810 г, 2 10 г, 10 г см , 10 см, 2 (1 10 ) ,           


a bm m R a b R
где ν = 3,36 · 105, то получим в [1] циклоиду (17), но период обращения тел будет порядка 250 лет.
3. Ньютоновский эффект смещения центра масс Cρ существует только при ma ≠ mb. Если 
ma = mb, то согласно (32) K = 0, и тогда 0,
icρ =  т. е. центр масс Cρ покоится в начале координат O, 
a = b согласно (28) и тела А и В движутся по одному и тому же эллипсу, диаметр которого r 
из (29), находясь в диаметрально противоположных положениях.
4. Если движение тел А и В эллиптическое, то ma ≠ mb и движение центра масс подчиняется 
уравнениям (31), (32), из которых при малом эксцентриситете 0 1e<   следует, что центр масс 
практически передвигается по циклоиде (за небольшой промежуток времени)
 ( ) ( )
1 21 cos ,   sin ,c K c Kρ ρ= − ϕ = ϕ− ϕ  (39)
в положительном направление координатной оси Ox2 с увеличением φ, если K > 0 (mb > ma со-
гласно (32)), и в отрицательном – при K < 0 (mb < ma). За один оборот тел А и В вокруг своего цен-
тра масс получаем смещение на расстояние 2 .K∆ = π  При нормальных эксцентриситетах e тра-
ектория (31) значительно отличается от циклоиды (39).
5. Оценим порядок величины K для системы двух тел, близких по своим характеристикам 
к системе Солнце – Юпитер плюс плотность межпланетной среды. Принимаем: 
33 30 18 13 21 3
02 10 г,   2 10 г,   0,048,   10 см,   7,62 10 см,   10 г см .
           a bm m e R p
Тогда согласно (32) имеем 64 10 см  К  и смещение за один оборот 52 1,26 10 см,     K  
т. е. смещение для планетарной системы чрезвычайно малое.
6. С помощью современной наблюдательной техники в Галактике обнаружены газопылевые 
облака, внутри которых находятся плотные образования (планетарные, диффузные туманности, 
шаровые скопления и т. п.). Принимаем в соответствии с данными наблюдений (см. [2–6]) один 
из реальных вариантов: 
33 33 16 18 18 3
010 г,  2 10 г,  10 см,  10 см,  10 г см .
        a bm m p R
Подставив эти данные в формулу (32), находим 100,78 10 см. К  Тогда за один оборот тел 
А и В вокруг их центра масс получаем его смещение на 102 5 10 см 500000км.     K
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7. При нормальном эксцентриситете 0 1e< <  членами с «e» в (31) при рассмотрении движе-
ния за большие промежутки времени пренебрегать нельзя, так как при больших φ (31) дает траек-
торию, существенно отличающуюся от циклоиды (39). Действительно, при прежнем K и e = 0,5 
смещение по оси Ox1 центра масс после n оборотов дает величину ( )21 2 ,c n eKρ = π  а по оси Ox2 
смещение 2 2,75 .c nKρ = π  С увеличением числа оборотов 
1 2   ,  n c cρ ρ  неограниченно увеличиваются 
(по модулю). За миллионы – миллиарды лет своего существования центр масс двух тел (напри-
мер, двойной звезды, рассмотренной в пункте 6) благодаря неоднородной среде должен согласно 
уравнениям (31) «путешествовать» в космосе на значительные расстояния, порядка нескольких 
миллиардов километров.
Обсуждение результатов и численные оценки эффектов в постньютоновском приближе-
нии общей теории относительности. Отношение релятивистских сил ,   ,i ia bF Fρ ρ  присутствую-
щих в уравнениях движения (34) и (36), к ньютоновским силам в этих уравнениях слева (пропор-
циональных плотности ρ0) дает величину порядка v
2/c2, где v – скорость движения тел А и В, ко-
торая в стандартных ситуациях имеет порядок десятков километров в час. Тогда v2/c2 ~ 10–8. Это 
означает, что качественная картина поведения тел А и В не изменится при воздействии на систе-
му тел сил ,   ,i ia bF Fρ ρ  а только изменятся численные оценки эффектов на величины порядка 10
–8. 
Формулы, представляющие эти величины, выписать в статье невозможно из-за их большого 
объема, в чем нет сожаления в силу малых поправок при их учете. Таким образом, ,   ,   
ii ia b cρρ ρ

   
соответственно из уравнений (34), (36), (38) должны отличаться от ,   ,   i i ia b cρ ρ ρ  из (31)–(33) на ве-
личины порядка 10–8, которыми можно пренебречь.
Заключение. Подводя итоги проведенным обсуждениям и оценкам полученных резуль-
татов, отметим, что структура коэффициента K из (32) определяет те ситуации в системе «два 
тела – среда», при которых смещения центра масс тел будут значительными и траектории тел 
существенно будут отличаться от их траекторий в пустоте: смещения увеличиваются при уве-
личении ρ0 и особенно при увеличении расстояния между телами, т. е. при увеличении p (оно 
в 5-й степени!) и постоянном эксцентриситете e эллиптической относительной орбиты тел (в си-
лу связи 2(1 )p a e= −  при увеличении p также увеличивается a – большая полуось орбиты).
Полученные в данной работе результаты можно использовать в космологии и космогонии 
(движения пар планетарных систем, пар шаровых скоплений в Галактике, пар галактик в косми-
ческой среде и других систем).
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